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HASONLOSAG ES ALKALMAZASA

Ha egy alakzat kozéppontosan hasonlé képét valahova elmozditjuk és/vagy tikrozziik, akkor a keletkezé harmadik
alakzatra azt mondjuk, hogy ez hasonlé az els6 alakzathoz. A hasonlésag jele: ~

A kozéppontos hasonldsdg ardnya egyttal az itt fellép6 hasonlosagnak is ardnya.

Ha a hasonlésdg ardnya 1, akkor egybevdgosdgrol beszéliink. Ez azt jelenti, hogy az egybevagdsagi transzformaciok
halmaza valddi részhalmaza a hasonldsdgi transzformédciok halmazanak.

Masképp: Két alakzatot hasonlonak mondunk, ha az egyik egy kozéppontos hasonldsag és egy egybevagdsagi transzfor-
macid egymds utan valo elvégzésével a masikba vihetd. Két alakzat kézéppontosan hasonld, ha az egyik létrehozhaté a
masikbdl kozéppontos hasonlosagi transzformacioval.

Példaul a zold nyolcszog kozéppontos nagyitdsa a rézsaszinii nyolc-

sz0g. A nagyitas aranya % A rozsaszint nyolcszog elmozdithaté ugy,
hogy éppen a kék nyolcszoget kapjuk meg. Ezért azt mondjuk, hogy a
z0ld és a kék sokszog hasonlo. A rozsaszini sokszog oldalai %-sz&jr

akkordk, mint a zold sokszog megfelel6 oldalai, és ugyanekkordk a kék

nyolcszog oldalai is. A hdrom sokszog megfeleld szogei mind egyen-
16k.

Megjegyzés

A z6ld és a rézsaszin nyolcszégre is mondhatjuk, hogy hasonldk. Ez-
zel kevesebbet dllitunk a két sokszdgrél, mint ami valéjaban teljesiil
rajuk, hiszen a kozéppontos hasonlésag a hasonlosag kiilonleges esete.

Ha egy sikidomot k aranyt kozéppontos hasonlésdggal transzformalunk, akkor a transzformdcid sordn kapott alakzat
keriilete az eredeti alakzat keriiletének k-szorosa, teriilete pedig az eredeti alakzat k*-szerese.

Példdul
Az dbra ABCD-vel parhuzamos sikt sokszogei keriiletének ardnya (a legkisebbtdl in-
dulva): 1:2:3: 4; atertiletiik ardnya: 1 : 4: 9: 16.

A fenti dsszefiiggések nem csak a kdzéppontosan hasonld alakzatok esetén dllnak fenn.
Bizonyithato, hogy két hasonlé sokszog (vagy barmely mads sikidom) keriiletének ara-
nya a hasonlésdguk ardnydval (k-val), teriiletének ardnya a hasonldsaguk ardnyanak
négyzetével (k’-tel) egyenlé.
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BEVEZETO

1. Tervrajzok altalaban

Egy mérnok észrevette, hogy egy fontos alkatrész tervrajzat
bent hagyta az irodajaban a tervezoasztalon. Telefondl az
egyik munkatarsanak, Janosnak:

- Légy szives, kiuldd el nekem a 6-os hengersor rajzat!
Janos latja, hogy a tervrajz til nagy ahhoz, hogy beférjen
az A/4-es meéretd masologépbe (szkennerbe), ezért 1 : 4
aranyu kozéppontos kicsinyitést vegez. Az igy kapott abra
megfelelé méretli, igy beszkenneli, majd egy e-mail mel-
lékleteként gyorsan elkiildi a munkatdrsa szamitogépére.

A mérnok kinyomtatja a rajzot A/4-es méretben.

Milyen kapcsolat van a kinyomtatott és az eredeti rajz ko-
Zott?

A kozéppontos hasonlosaggal kapott abran
- minden szog ugyanakkora, mint az eredetin;

- minden szakasz negyedakkora, mint az eredeti szakasz.

Ezt kiildte el Janos egyik szamitogéprol a masikra. Ekozben
sem a szogek nagysdga, sem a szakaszok hossza nem val-
tozott meg, tehat a megérkezett rajz egybevagoé azzal, amit
Janos kuldott. A nyomtatas is ezekkel egybevago rajzot
eredmeényezett.

Tehat a mérnok a 6-os hengersor tervrajzanak pontos ki-

csinyitett véltozatdt kapta, ezzel dolgozhat tovabb. Azt

mondjuk, hogy ez az dbra hasonlé az irodaban lévo eredeti
tervrajzhoz. Nemcsak hasonlit hozza, nemcsak olyasmi,
mint az, hanem matematikai szakkifejezéssel: hasonlo.

Neézziik azt a tervrajzot, amelyet Janos a masolassal kapott!

Ez

- az eredeti kicsinyitett képe és

- egybevagd azzal a tervrajzzal, amelyet a mérnok ki-
nyomtatott.

A mérnok altal kinyomtatott tervrajz az eredetinek is ki-

csinyitett képe.
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2. Konkrét tervrajz

A Gyulai Varfiird6 egyik épiiletét (eredeti feladatkorére utalva) Lovardanak nevezik.

Egy 20 méteres gyogyvizes uszéme dence, harom kis gyogymedence és egy gyerekpancsoldé van benne.
A fényképen latszik, milyen szép favaz tartja beliilrél az livegezett tet6t.

Az Gszémedence fl6tt 9 parhuzamos, fliggleges sikban ugyanolyan haromszogekbd6l all6 gerendazat (tartévaz)
van. Egy ilyen részlet tervrajzat megkaptuk a tervez6kt6l (itt kicsinyitve mutatjuk meg).

7664

1 : 100 Gyulai Varfirdo tartovaz
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FELADATOK

1.

Az ABC haromszég oldalhosszusagai: 15 mm (a),
19 mm (b) és 26 mm (c). Ezt kétszeresére nagyitot-
tuk az O pontbdl, majd a nagyitott képet tiikroztiik az
e egyenesre. Milyen kapcsolat van a harom haromszog

kozott, illetve mekkorak az egyes haromszogek oldalai?

TANKONYV: OH MAT10TA II Matematikal0 2 TK NAT 2023 Beliv.indb

Tehat

— mindharom haromszognek ugyanakkorak a szogei;

- A nagyitdssal kapott A B, C, hdromszog kozépponto-

san hasonlo az eredeti ABC haromszoghoz, ezért egy-
ben hasonlo is a két haromszog: A, B,C, /A ~ ABCA..
A hasonlosaguk aranya 2. A nagyitott haromszog oldalai:
a,=30mm, b, = 38 mm és ¢, = 52 mm; szogei ugyanak-
kordk, mint az ABC hdaromszog megfelel6 szogei.
Az A B/C, haromszog ¢s az A,B,C, haromszog
egybevago, hiszen az e egyenesre valo tikrozéssel
egymasba atvihetok: A B C, A = A,B,C,A. Ol-
dalaik hossza egyenlé (a, = 30 mm, b, = 38 mm és
¢, = 52 mm), megfelel6 szogeik egyenlok.
(Mondhatnank azt is, hogy a két haromszog hasonlo,

¢s a hasonlosaguk aranya 1.)

- Az A,B,C, haromszog hasonlo az eredeti ABC harom-

szoghoz: A,B,C,/A ~ ABC/A., a hasonlésaguk ara-
nya 2.

- az eredeti haromszog oldalai hosszanak mindkét hozza

hasonlé haromszogben kétszer akkora hosszisagu oldal

felel meg:
4 _ 4 _ b _b _ GG _,,
a_a_z’ I?_b_z’ c_c_z’

- barmelyik hdromszog hiarom oldalanak ardnyat néz-

ve ez mindharom hdromszog esetében ugyanannyi:
a:b:c=a :b:¢q=a,:b,:c,=15:19:26.
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2 . Az ABCD téglalap oldalainak hossza legyen a és b!

Alkalmazzunk a téglalapra egy olyan kozéppontos

hasonlosagi transzformdciot, amelynek koézéppontja
az A csucs, a hasonlosag ardanya k = 3!

Hatarozzuk meg a kapott A'B'C'D’ és az eredeti
ABCD teglalap keriiletének és tertiletének aranyat!

b | "
b

b D C

A=A" g B a a B’
Megoldas

A kozéppontos hasonlésag tulajdonsagai alapjan
A'B" = 3AB = 3a, valamint A'D’ = 3AD = 3b.

A kertiletek ardnya (ahol K" az A'B'C'D’ téglalap, K az

ABCD téglalap kertilete):
K _ 2(AB + AD") _ 2(3a + 3b) _ 2-3:-(a+b) _
K 2(AB + AD) 2(a+b) 2(a+ b)

A teriiletek ardnya (ahol T" az A'B'C'D" téglalap, T az
ABCD téglalap kertilete):

£= A'B".A'D’ — 3a-3b =33=32
T AB-AD ab
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Egy hdaromszog oldalainak hosszusidga 12 cm,

15 cm és 16 cm. Egy ahhoz hasonld masik harom-
szog egyik oldala 10 cm-es.

Mennyi lehet a hasonldésdg ardnya?

Mekkora lehet a masik haromszog tobbi oldala?

Megoldas:
Kiindulé adatok:
Az eredeti hdromszog oldalai:

a=12cm
b=15cm
c=16cm.

A hasonl6 haromszog egyik oldala: 10 cm.

Mivel a feladat nem mondja meg, hogy a 10 cm-es oldal melyik eredeti oldalnak felel meg, harom kiilénb6z6 eset
lehetséges.

Nézziik meg mindegyiket!

1. eset: A 10 cm-es oldal a legkisebb (a 12 cm-es oldalnak felel meg)

a) Hasonldsag aranya:
~a 10 5 0.833
1"a 1276
b) A haromszog tobbi oldala:
5
b'=b-A; = 15'E= 12,5cm

5
c'=c'A = 16-gz 13,33 cm
2. eset: A 10 cm-es oldal a k6zéps6 oldal (a 15 cm-es oldalnak felel meg)

a) Hasonldsag aranya:
_b'_10_2 0.667
2"b 15 3
b) A haromszog toébbi oldala:

2
a'=a‘A, = 10-§=80m
2
c'=c-A, = 16-§z 10,67 cm
3. eset: A 10 cm-es oldal a legnagyobb (a 16 cm-es oldalnak felel meg)
a) Hasonldsag aranya:
_c’_10_5_0625
"¢ 16 6
b) A haromszog tébbi oldala:
5
a'=a-A3= 15-g=7,50m

5
b':b-?\3:16-g=9,325cm
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2 = Egy haromszog oldalainak hosszusaga 10 cm,
10 cm és 12 cm. Egy ahhoz hasonlo masik harom-
szognek
a) akeriilete 16 dm; h) ateriilete 12 cm’.

Mekkorak a masik haromszog oldalai?
Megoldas:
Az eredeti haromszog egyenlo szari, oldalai: a = 10 em, b= 10cm, ¢ = 12cm.

Szamitsuk ki el6szor az eredeti haromszog keriiletét (K) és teriiletét (T'):
K=a+b+ec=10+10+12=32cm

A teriilethez hatarozzuk meg az alaphoz tartozé magassagot (m,) Pitagorasz-tétellel:

m. — y/a — (§)° = VI®F — 62 — /100 — 36 — /64 — 8 cm

T =% = —“*;""' — 48 cm?

a) eset: A hasonl6 haromszog keriilete K’ = 16 dm = 160 cm

Hatarozzuk meg a hasonlésdg ardanyat (k,):
_ K _ 160 _
ke=3%=5 =5
A masik haromszog oldalai az eredeti oldalak 5-szorosei:
a'=10-5 =50 cm
b'=10-5=50cm
¢ =12-5=60cm

b) eset: A hasonlé haromszog teriilete 7" = 12 cm?

Mivel a teriiletek ardnya a hasonlésdgi ardny négyzetével (k?) egyezik meg:
k2 = r _1»2_1
T

=] 4

Ebbol a hasonlésag aranya (k;):
ky = ﬁ =0,5

A masik haromszog oldalai az eredeti oldalak felei:
a”"=10-0,5=5cm
¥=10-0,5=5cm
"=12-0,5=6¢cm
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2 5 Egy kiilfoldi megrendel6 tobbszintes csaladi hazat
szeretne épittetni. Az alabbi tervrajz az épiilet also
szintjérol késziilt, melyen az adatokat — az Egyesiilt
Allamokban mai napig haszndlatos — 14b (ango-
lul foot, roviditése: ft) meértekegységben tiintettek
fel. A magyar kivitelez6 szamara olyan tervrajzot
szeretnénk késziteni, melyen a méretek méterben
szerepelnek. Hivatalosan 1 ft = 0,3048 m, de a fel-
adatban szamoljunk 1 ft = 0,3 m atvaltassal!

A méretardny az a szam, amely megmutatja, hogy
a rajzon 1 cm hosszisag a valosagban hany cm-nek
felel meg (jelolésére M = 1: valosagbeli hossz ala-

kot szokas hasznalni).
=T 1AM
00

QOI KitChEH_‘—} 15 ft
A Dining Room

1

4ft '
—‘; - — {30t
f 7 J ‘
6 f \_ 0
A .
33{ & Foyer Living Room 15 fi

e

5ft  3ft, 4ft 18 ft

a) Milyen széles a valdsagban az dbra also vizszin-
tes vonalan jelolt bejarati ajto?

b) Mekkora az a lehet6 legnagyobb méretaranyu
rajz, amely elfér egy A2 méreti lapon, ha a lap-
szélen legalabb 1,2 cm széles keretet biztositunk
az adatok megjelenitéséhez?

c) Add meg cm-ben az a) esetben elkeészitett terv-

rajzon a living room (nappali) adatait!
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Megoldas:

Alapadatok az atvaltashoz:
1ft=0,3m=230cm
Az A2-es papirlap méretei: 42, 0 cm x 59,4 cm

a) eset: A bejarati ajté valosagos szélessége
A rajz alsé vonaldn a bejdrati ajtd szélessége a méretvonal szerint: d = 3 [t.

A valdsdgos szélesség méterben:
dyalésig = 30,3 m=0,9m (90 cm)

b) eset: A leheto legnagyobb méretarany meghatarozasa egy A2-es lapon

1. Hatarozzuk meg a haz valdsigos maximalis méreteit a tervrajz alapjan:
Szélesség: Wialgeie =0t + 30t + 40t + 181t =30t =30-0,3m=9m (900 cm)
Magassdg: H jges; = 30t =30-0,3m =9m (900 cm)

2. Szdmitsuk ki a rajzoldsra haszndlhaté maximadlis helyet az A2-es lapon:

A lap szélén minden oldalon legalibb 1,2 cm-es keretet kell hagyni, igy a szélességhil és a magassdghdl is 2 -
1,2 = 2.4 cm esik ki.

Wihaper = 42,0 cm — 2,4 cm = 39,6 cm

Hpapir = 59,4 cm — 2,4 cm = 57,0 cm

Mivel a haz alaprajza egy 900 cm =
900 cm-es négyzet, a lap kisebbik hasznos mérete (39, 6 cm) fogja korldtozni a nagyitast.

3. A maximalis méretardny (M = 1: n) kiszdmitasa:
Valdsdgos méret _ 900 cm 22 T3
= == 22, T

Papir merete 306 cm

L=
Mivel a tervrajzokon szabvanyos, kerekitett méretaranyokat szokds alkalmazni (pl. 1 ;
25, 1:50),

a legkisebb olyan egész szabvadnyos méretardny, amellyel a rajz még biztonsidgosan rafér a lapra:
M=1:25

c) eset: A nappali (living room) adatai a tervrajzon cm-ben (az a) esetre vonatkoztatva)

Az a) pontban a valésigos méreteket szamoltuk ki. Ha a feladat az eredeti, ldbban megadott adatok
centiméterre torténd kbzvetlen dtszdmitasat kéri a valdsagra néave:

A nappali sdvjdnak teljes szélessége az dbra aljdn ldthatd méretezés szerint: 18 ft.
Waappali = 18 - 30 cm = 540 cm

A nappali sivjinak magassdga a jobh oldali méretezés szerint: 15 fi.
H oppati = 15 - 30 cm = 450 cm

fg_v a nappali méretei centiméterben kifejezve: 540 cm = 450 cm.
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1. a) Az 1:3000 méretardnyi térképen egy téglalap alaky telek oldalainak hossza 3,2 cm és 3,8 cm. Mekkora a telek
teriilete?

b) Az 1:3 000 000 méretardnyn térképen mekkora Magyarorszdag teriilete?

Megoldds

a) A valodi téglalap oldalai 3000-szer akkorak, mint a térképen: 3000 - 3,2 = 9600 (cm), illetve 3000 - 3,8 = 11 400 (cm),
vagyis 96 m, illetve 114 m. A téglalap alaku telek valddi teriilete tehdt négyzetméterben szamolva: 96 - 114 = 10 944.
A mérések pontatlansaga miatt ez természetesen kozelitd érték. Ezért elegendd lehet annyit mondanunk, hogy a telek
teriilete megkozelitdleg 11 000 m®, vagy mésképp 1,1 hektdr.

b) Magyarorszég teriilete megkozelitleg 93 000 km®. A térképen az orszag kicsinyitett masat latjuk, a hasonldsag aranya
k= m Késébb tanulni fogunk arrél, hogy hasonld sikidomok teriiletének ardnya a hasonlosig négyzetével
egyenld, igy a térképen Magyarorszag teriilete 93 000 - k* (km?).

A ,tdl nagy” szamok miatt célszert normalalakot hasznalni.

¢ 2
A térképen Magyarorszag teriilete: 9,3 - 10" ( 3 11 ) =9,3-10" ﬁ ~ 1,03-107* (km?).

06
A térkép teriiletét nem szokés négyzetkilométerben megadni, valtsuk 4t cm*-be!
Tudjuk, hogy 1 km = 10’ cm, ezért 1 km® = (10°)* cm’® = 10"’ cm”. Igy 1,03+ 10* km® = 1,03 107+ 10" cm’ = 103 cm’.
Magyarorszag teriilete a térképen koriilbeliil 103 cm® (= 1 dm®).
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PARHUZAMOS SZELOK TETELE

Egy 54 m'-es lakotelepi lakds alaprajza téglalap. A két
elvilasztd fal harom téglalap alaka részt hoz létre: egy

18 m’-es szobat, egy 24 m’-es nappalit és a tébbi helyi-
ség (eloszoba, konyha, fliirddszoba és WC) szamdra egy
12 m*-es téglalap alap helyiséget. A miiszaki rajzolonak csak
a lakas alaprajzanak a vazlatat adta oda a tervezo, a megfeleld
utasitasokkal. A rajzolo feladata megszerkeszteni ezen az ab-
ran a ket elvalaszto fal helyét. Hogyan teheti ezt meg?

D )
! !
| i
szoba i nappali E
I ]
18 m' | Um | D2m
| i
1 1
I ]
A x ¥ z B
Megoldis

A hdrom téglalap teriiletének ardnya 18 :24:12=3:4:2,
ezert az AB oldalra illeszkedd oldalaik aranya ugyaneny-
nyi (hiszen az erre meroleges oldalaik egyenlt hosszuak).
A rajzolo feladata tehdt az, hogy az AB szakaszt ossza fel
szerkesztéssel harom részre ugy, hogy a részek hosszanak
ardnydraaz x: y:z = 3:4:2 Osszefliggés igaz legyen.

A szerkesztés az alabbi dbran nyomon kovetheto:

D C

24 m’

=
EI

"

F e —— o= —d|
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~ Egy A kezdoponta félegyenest rajzolunk, amelynek
egyenesén nincs rajta a B pont.

- A megrajzolt félegyvenesre A-t6l indulva kilenc egyen-
16 hosszisdgl, egymashoz csatlakozd szakaszt mé-
rink fel (mert az aranyszamok osszege 3 + 4 + 2, va-
gyis 9). A kilencedik szakasz A-tol tavolabbi veg-
pontja legyen a P pont. Megrajzoljuk a PB szakaszt.

— A harmadik és a hetedik szakasz A-t6l tavolabbi vég-
pontjan (Q-n, illetve R-en) keresztiil parhuzamost szer-
kesztiink a PB-vel. E két parhuzamosnak az AB-vel valo
metszéspontjai (K, illetve M) adjik a keresett osztopon-
tokat az AB szakaszon.

Megjegyzés

Kozelito megolddsnak megfelelne az, hogy a rajzolo

megmeri az AB szakasz hosszdt, majd elosztja ezt 9-cel

(3 +4+2=09). Ezutan rendre felmér az AB szakaszra egy

3-szor ilyen hosszi, majd ehhez csatlakozva egy 4-szer

ilyen hossza szakaszt. Egy miiszaki rajzolo szamadra ez a

megoldds nem elfogadhatd, mert rajzeszkozeivel ennél

az eljarasnal pontosabban tudja megszerkeszteni a kivant
osztopontokat.
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